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Résumé : Cette thése est consacrée a I'étude
du comportement en temps longs des pe-
tites solutions des EDPs hamiltoniennes semi-
linéaires non résonnantes en faible régularité.
De nombreux résultats ont été réalisés pour
montrer la stabilité en haute régularité (dans
l'espace de Sobolev H® avec s élevé). La
contrainte était la régularité des solutions, qui
semblait essentielle dans les preuves. Cepen-
dant, certains résultats numériques ont sug-
géré que nous pouvons observer une conser-
vation en temps longs méme sans I'hypo-
thése de régularité. Motivés par ces simu-
lations, d’'une part nous prouvons dans le

Title: Birkhoff normal form in low regularity

contexte des EDPs et en faible régularité,
la presque préservation pour des temps trés
longs des actions bas de l'oscillateur harmo-
nique quantique non linéaire avec des po-
tentiels multiplicatifs. D’autre part, nous prou-
vons qu’apres une discrétisation par des in-
tégrateurs numériques symplectiques appli-
qués aux équations de Klein—Gordon non li-
néaires, les super-actions sont presque pré-
servées pour des temps tres longs. Cela ex-
plique partiellement les observations numé-
riques. Ces résultats sont des conséquences
dynamiques de la forme normale de Birkhoff
en faible régularité.
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Abstract: This thesis is devoted to the study
of the long time behavior of small solutions of
semi-linear non-resonant Hamiltonian PDEs
in low regularity. Many results were realised
to prove long time stability in high regular-
ity (in the Sobolev space H*® with s large).
The main constraint was the smoothness of
the solutions which seemed to be essential in
the proofs. However, some numerical results
suggested that this constraint can be relaxed,
i.e. we can view long time conservation even
without the regularity assumption. Motivated

by these simulations, we prove first in the
PDE context and in low regularity, the almost
preservation for very long times of the low ac-
tions of the nonlinear quantum harmonic os-
cillator with multiplicative potentials. Then, we
prove that after applying symplectic numeri-
cal integrators to the nonlinear Klein—Gordon
equations, the super-actions are almost pre-
served for very long times, thus partially ex-
plaining the numerical observations. These re-
sults are dynamical consequences of Birkhoff
normal form in low regularity.
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