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Calcul de la butée en présence de séisme par une approche variationnelle
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RESUME: On présente une méthode de calcul de la butée dynamique des terres par une approche
. pseudo-statique. Fondée sur le calcul variationnel, cette méthode mécaniquement rigoureuse dans le
cadre de la méthode du prisme de rupture, permet de s'affranchir des hypothéses a priori
concernant la forme de la surface de rupture et la distribution des contraintes normales le long de
cette surface. Aprés une approche théorique, quelques résultats numériques illustrent l'influence de
I'action du séisme sur la distribution des contraintes normales et la surface de rupture

correspondante.

1 INTRODUCTION

L'étude de la stabilité des ouvrages de
souténement nécessite la détermination des
pressions actives et passives des terres. Dans les
situations non sismiques, les coefficients de
poussée et de butée classiques tels qu'ils sont
donnés par Caquot et Kérisel (1956) et
Sokolovski (1960), sont généralement les plus
utilisés. Ces méthodes sont du type équilibre
limite. Il existe évidemment d'autres méthodes:
Certaines basées sur la méthode du prisme de
rupture: Coulomb(1776); Terzaghi(1943),
d'autres basées sur la théorie de l'analyse limite:
Méthodes dela borne supérieure et de la borne
inférieure.

Dans les zones sismiques, il est nécessaire de
prendre en compte les effets dynamiques dans le
dimensionnement des ouvrages de souténement.
La méthode classique de Monobe et Okabe
(1929) prend en compte l'action du séisme par
une force volumique KW appliquée au centre
de gravité du prisme de Coulomb. La butée
dynamique ainsi déterminée est la somme d'une
composante statique, correspondant 4 la butée
des terres, et d'un incrément dynamique. La
valeur de la composante horizontale du
coefficient sismique Ky varie généralement de
0.1 4 0.3 selon les pays et la zone sismique. La
valeur de la composante verticale Ky est
généralement prise égale a zéro.
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On présente dans cet article une méthode de
prisme de rupture fondée sur le calcul
variationnel. Cette méthode consiste a
déterminer de facon non arbitraire la surface de
rupture (fonction cinématique) et la distribution
des contraintes normales (fonction statique) le
long de cette surface . Aprés une approche
théorique succinte du calcul variationnel,
quelques exemples numériques illustrent
I'influence de la prise en compte de l'action
sismique sur les valeurs du coefficient de butée,
la forme de la surface de rupture et la
distribution des contraintes normales le long de
cette surface.

2 APPROCHE VARIATIONNELLE DE LA
METHODE DU PRISME DE RUPTURE

L'étude du probléme de butée par la méthode
du prisme de rupture fait appel a deux
hypothéses a priori: I'une concerne la forme de
la surface de rupture, l'autre la distribution des
contraintes normales le long de cette surface.
D'autre part, par mesure de simplicité, cette
famille de méthodes ne vérifient que
partiellement les trois équations de la statique.
Dans le sens d'une analyse mécanique plus
rigoureuse on propose une approche
variationnelle appliquée a la méthode du prisme
de rupture. Cette approche permet d'établir



analytiquement les fonctions cinématique et
statique extrémales aboutissant 3 la charge de
rupture minimale, de telle sorte que I'équilibre
statique global soit compleétement vérifié pour
la masse en glissement.

Pour la simplicité de I'analyse nous adopterons
les hypotheses suivantes:

1.Le point d'application de la butée dynamique
est pris au tiers inférieur de la fiche.
L'expérience montre q'il dépend en fait de la
cinématique du probléme.

2.L'inertie de l'ouvrage de souteénement est
supposée négligeable.

3.Le probleéme est traité en déformation plane.

4.Avant la rupture le changement de géométrie
est insignifiant.

5.Le sol est sans cohésion et la présence
éventuelle de I'eau n'est pas prise en compte.

2.1 Equations de base

Comme cité précédemment, on suppose le sol
en état d'équilibre limite le long de la surface
de rupture et les trois équations de 1'équilibre
statique vérifiées pour la masse en glissement.
En combinant le critere de Mohr-Coulomb avec
les trois équations de I'équilibre, on obtient:

Xy
Pp.cosd = f [o(tgb+y")-Kny(f-y)] dx (1a)
X0

X1
P,.sind = f[d(l—tg¢.y')+v(f-y)(Kv-1)]dx (1b)
X0

X1

P,.cosd.f/3 = f[o(l—tgd).y')x+y.x(f-y)(Kv—l)
X0
-Kh.v(f-y)y+o(tgh+y)yldx  (Ic)

Les parametres de ces équations sont donnés sur
la figure(1).

y
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Fig.1: Principe du prisme de rupture
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On constate que la force de butée est une
fonctionnelle des fonctions y(x) et o(x). La
résolution rigoureuse du probléme de butée
consiste 4 minimiser la fonctionnelle de butée
P, soumise aux trois équations contraintes de
I'équilibre statique. Ainsi le probléme de butée
se raméne a un probléme variationnel de type
isopérimétrique (Soubra 1989).

La fonctionnelle 3 minimiser dans ce cas est
définie comme suit:

H=F+A; G1+A2.G2
ou: F=o(tgh+y")-Kh.v(f-y)
Gi=0(1-tgd.y)+W(f-y)(Kv-1)

Go=0(1-tgd.y)x+y.x(f-y)(Ky-1)
-Kh. v(f-y)y+o(tgh+y)y

A1, A multiplicateurs de Lagrange

Enfin les deux fonctions extrémales y(x) et o(x)
solution du probléme doivent vérifier:

1.Le systéme des deux équations différentielles
d'Euler pour la fonctionnelle H:

oH_d oH
0o ~ dx 00’ 2a)
oH_d oH

Oy ~dx0y' (2b)

2.Les équations exprimant les contraintes
(équations de 1'équilibre statique 1a,1b,1c).

3.Les conditions aux limites aux extrémités xp
et x1.

- Le point O correspond 2 l'extrémité fixe
(x0=0, yo=0).
- Le point B est libre de se déplacer le long de
la surface de terrain. Pour cette extrémité la
condition de transversalité suivante doit étre "

vérifiée:

oH oW oH
H-y By 0.5 x=x1 Dx1+ ((%‘.)x:xl.ﬁﬁl

+ (g%)xﬂl.ﬁ}’l =0

Cette conditjop coincide avec la condition aux
limites de la contrainte au point B.



2.2 Détermination des fonctions statique et
cinématique "potentielles”

1. Premiére équation d'Euler
Elle est donnée par l'équation(2a). En
substituant l'expression de H dans cette
équation, on aboutit a I'équation différentielle
qui régit la surface de rupture. La résolution
de cette équation différentielle nous donne
'équation suivante:

r=r, e6-60)tgd

C'est 1'équation d'une spirale logarithmique
d'angle ¢. L'introduction d'un effort sismique
au centre de gravité de la masse en glissement
" ne modifie pas la surface de rupture obtenue
par Soubra(1989) dans le cas du calcul de la
butée des terres hors séisme.

2. Deuxiéme équation d'Euler
De méme en remplagant H dans 1'équation (2b)
on aboutit a I'équation différentielle qui régit la
distribution des contraintes normales le long de
la surface de rupture. La résolution de cette
équation différentielle nous donne la
distribution suivante:

3
6@y G- D{ C1[A0.00-A0). el }
3
+Y.ro.Kh{2C1[B(6),C(a)_B(el)_ %2((%1)) ]
2
gy}
Avec les notations:
A©)=(inb+3tgd.cos6)
B(6)=(cosB-3tgd.sind)
. C(O)=¢hted
—cfoted c i
1 1+9tg2¢ 2 2t gb

2.3 Equations de I'équilibre statique
En remplagant dans les trois équations de la

statique les fonctions statique et cinématique
extrémales, on obtient le systéme non linéaire
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de trois équations a trois inconnues (Pp’ 80, 61)
comme suit:

2.3.1 Equation de I'équilibre horizontal
Pp.cosd=Y.102.(Kv-1).C1.C3 { [ %Il+3tgd>.12]
-6, ©6n[E] }
rye2KnCs 26 ([1- S0 1]
~B©).c*6D[L])
+C,[I5-C2(0y).15] }
-Y-ro-Kh.C'l(Bo){(f+ro-Sineo)[tg¢-15-16]
1010 tedi-Le] §

ol : C3=(l +tg2d)e-Oyted

61 61
1= efsinZG.eZBtgtbde; L= erCOSZe_eZGtg¢de
0 0
61 el
L= |cosD.etz0d ; I4= sin20.e20tzdd0
0 0
el 91
I5= cosD.eftgddo ; Is= sinf.eftzddy
0 0

2.3.2 Equation de I'équilibre vertical

Pp.silﬁ=y.ro2-(Kv-1).C1.C3{A(Bl).C3(61)[I7]
~[2eon] }
0 (Ky-1).C1@0){ (Frosindo)[tgd 15 Te]
10.C1@0) g0 1i1e] }
+.12.Kh.C3 {201. (B(el).ca(el)[17]
Th-3te0])
+G[C2@1)17-1s] }



8

= e(’)-sinﬁ. eBtgddp

ou:
2.3.3 Equation de I'équilibre des moments

Pp.cos?).f/3=

MK, 1).C1.C { costolle tgoLi]
-sinbo] 311+3tg0 1]
+A(6)).C3®))[ sino.I3-cos6o.I7] }
+2y.r03 Kp.C1.C3 {coseo[ %Il-Btgd).h]
-sitﬂo[lz-%tgd).ll]
+B(6;).C3©y)[ sinby.I5-cosby.I7] }
+y.10%. Kp.C2.C3 { [costy Ys-sinbo k5]
+C2(8y)[ +sin6y.I3-cosbo.I7] }

PR, 1)C200) ] C16o g0 Is Is]
rcostoll-Lteo 1] }

+HroH(f+ msirﬁo)(Kvl)-Cl(Bo){C'l(Bo)[mlz- %Il]
+cosBo[To-tgd.Is] }

+y.ro3.Kh.C-2(Go){ C-1@p)[ted Io-L10]
+sinboLi-igo11] §

-y (FrrosinBo)Ke. C@) { CH@ [ Dreo1L]

+sinBo[ ls-tgd.Is ] }
ol
6,
L= [sind.cos20.e30t2ddD
0
6
L= |cos0.sin?6.e30te0d0
0
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6

L= |sin36.e30te0d0
0

2.4 Détermination des fonctions cinématique et
statique "critiques"”

La résolution numérique du systéme des trois
équations de I'équilibre conduit aux valeurs de

00> 61 et Pp. Ces valeurs permettent d'obtenir
la surface de rupture, la distribution des
contraintes le long de cette surface ainsi que la
charge de rupture minimale correspondante.
Remarquons que la valeur de la charge de
rupture minimale et la surface de rupture
correspondante obtenues par cette approche
variationnelle sont les mémes que celles
obtenues par Soubra et Kastner (1991) par la
méthode de la borne supérieure en analyse
limite: ceci s'explique en fait par I'équivalence
qui existe entre la méthode du prisme de
rupture variationnelle d'une part et la méthode
de la borne supérieure en analyse limite pour
un mécanisme rotationnel d'autre part (Soubra
1989). Par la présente approche, on obtient en
plus la distribution des contraintes normales
extrémale correspondant 4 la charge de rupture
minimale.

3 RESULTATS NUMERIQUES

3.1 Influence de l'action du séisme sur les
fonctions cinématique et statique "critiques”

La prise en compte de I'action du séisme réduit
non seulement la valeur de la butée mobilisable
mais modifie également le volume de la masse
en glissement. On présente dans la figure (2)
un exemple numérique montrant I'influence de
I'action du séisme sur la surface de rupture
dans le cas ou ¢=40°, d/P=-1/2, KV=0, Kb=0;
0.3.

Les surfaces de rupture critiques obtenues par
Soubra et Kastner (1991) sont identiques a
celles obtenues par cette approche. Comme cité



précédemment, ceci est di & 1'équivalence entre
les deux méthodes.

Fig. 2: Action du séisme sur la surface de
rupture

En ce qui concerne la distribution des
contraintes normales, il n'est pas utile de
connaitre cette distribution dans la méthode de
la borne supérieure en analyse limite. Par
contre, la présente approche permet de
déterminer cette distribution.

—1=0.25m
——=0=25KPa

Fig. 3: Action du séisme sur la distribution des
contraintes normales

On présente dans la figure (3) un exemple
numérique montrant l'influence de l'action du
séisme sur la distribution des contraintes
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normales dans le cas oi ¢=35°; 8=20°; KV=O;

K, =0, 0.3.

Les distributions des contraintes normales
montrent que l'augmentation du coefficient
sismique a pour effet de diminuer la valeur de
la contrainte normale le long de la surface de
rupture. A titre d'exemple, cette diminution
atteint 24% au pied du mur quand le coefficient
sismique passe de zéro a 0.3.

4 CONCLUSION

Une approche variationnelle appliquée a la
méthode du prisme de rupture est utilisée pour
déterminer les coefficients de butée en présence
de séisme. L'approche présentée est
intéressante: Les résultats obtenus par cette
méthode (équivalente a la méthode de la borne
supérieure en analyse limite pour un
mécanisme rotationnel; Soubra et al 1991), sont
plus faibles que ceux obtenus par la meilleure
solution borne-supérieure disponible dans la
littérature (schéma de rupture en log-sandwich
de Chang et Chen, 1982). Cette méthode est
générale et elle permet de déterminer la butée
minimale pour différentes configurations
géométriques et pour différents cas de
chargements.
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